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Célculo I. Examen X

Ejercicio 1. [2 puntos| Enuncia y demuestra el Teorema (de los ceros) de Bolzano.

1
Ejercicio 2. [1 punto] Estudia la convergencia de la sucesién {%}
og(n!

Ejercicio 3. Sea la sucesién recurrente a; = 1,a,.1 =1+ a1 +as + ...+ a,,Vn € N.
Se pide:

a) [1 punto]| Prueba que {a,} es estrictamente creciente y diverge positivamente
(observa que a2, = a2 + a,, puedes usarlo).

2
b) [1 punto] Prueba que {%;1} — 1 (y, en particular, {%H} —1).
a

n an

1
¢) [1 punto] Prueba que {a,.1 —a,} — 5"

d) [1 punto] Prueba que {ﬁ} — 2.

n

1 1
e) [1 punto] Discute la convergencia de las series: —y —-
n a?

n>1 n>1

Ejercicio 4. Sea f : Rj — R continua, tal que f(z) > z,Vz € R{. Se pide:

a) [1 punto] Probar que f alcanza un minimo absoluto.

1
b) [1 punto] Probar que 3¢ > 0 tal que f(c) = —.
c
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Ejercicio 1. [2 puntos| Enuncia y demuestra el Teorema (de los ceros) de Bolzano.

Sean a,b € R,a < b, f : [a,b] — R continua con f(a)- f(b) < 0. Entonces:
de€la,bl: f(c)=0
Demostracion. Hay dos posibilidades, o bien f(a) <0 < f(b), o f(a) > 0> f(b)
Caso f(a) < 0 < f(b). Sea el conjunto A = {z € [a,b] : f(z) < 0}
Claramente, el conjunto A es no vacio (a € A) y, por ser A C [a,b] = A

mayorado (b € M(A)). Por tanto, 3¢ = sup(A), con a < ¢ < b.
Usando la caracterizacion de supremo mediante sucesiones:

3 {x,} — ¢. Por ser f continua en ¢ = {f(z,)} — f(c)
(zn€A VneN)

¥y, COmo:
z, €A, flz,) <0VneN= f(c) <0 (1)

En particular, ¢ # b (porque f(b) > 0) = ¢ < b. Asi, Vy € |¢,b] = f(y) > 0.
Podemos tomar:

b—
{yn} = {c—l— —c} — ¢,con f(y,) 20VneN
n

De nuevo, por ser f continua en c:

{f(yn)} = f(e) = f(c) 20 (2)
(f(yn)>0)

Por (1) y (2) = | f(¢) =0

Caso f(a) > 0 > f(b) Podemos considerar g : [a,b] — R, g = —f, g(x) = —f(2)
Va € [a,b]. La funcién g verifica las hipétesis del caso anterior, luego

dc € a,b]: g(c) =0= f(c) = —g(c) = 0.

1
Ejercicio 2. [1 punto] Estudia la convergencia de la sucesién {ln o(glrs }
og(n!

Llamemos {a,} = {nlog(n)},{b,} = {log(n!)}. Por ser {b,} " 400 podemos
aplicar el crit. de Stolz

gi Jomtt =l p %l L L(LeRG +o0)
bn+1_bn bn

Estudiemos, pues, la sucesion:

{M} _ {(n—i— 1)log(n + 1) —nlog(n)} _ {zog(n+ 1) + nlog (nTJrl)}

log((n+ 1)!) — log(n!) log(n+1)
o i

log(n+1)

bn+1 - bn
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n+1

Lememos {z,) = {

crit. de Euler:

)} y {yn} = {n} Como {z,,} — 1, podemos aplicar el

{yn(zn — 1)} = L <= {2¥} = el 2, >0Vn €N)

Entonces:

{yn(a = 1)} {(n )}—{1}%:»{9[:%“}:{(”;1)"}%e
- ()t

lo n+l\n
Por lo tanto, {1 + %} — 1+0=1.Y, por Stolz, la sucesién de partida
og\n

| _ [rlog(m) |

by, log(n!)
Ejercicio 3. Sea la sucesién recurrente a; = 1,a,.1 = /1 + a1 +as + ... + a,,Vn € N.
Se pide:

a) [1 punto] Prueba que {a,} es estrictamente creciente y diverge positivamente
(observa que a2, = a2 + a,, puedes usarlo).

Probemos que a, > 1 Vn € N (en particular, a,, > 0 ¥n € N), por induccién.
Sea el conjunto A = {n € N | a, > 1}. Veamos si A es inductivo:

ap=1>21=1€A

Sea k € A, veamos si (k+ 1) € A:

ai+1:ai+ak:>ak+1:\/a%+ak>1:>(k5+1)EA

Luego a, > 1Vn € N. Asl, apy1 > a, & a2,y > a2 < a2 +a, > a2 < a, > 0,
y {a,} estrictamente creciente.

Veamos si diverge por reduccién al absurdo. Si {a,} no diverge, al ser estric-
tamente creciente, estard mayorada, luego {a,} — L.

9 9 (unicidad
{anJrl} — L del limite)

{a®> +a,} — L*+ L

Lo cual es una contradiccion, ya que una sucesiéon creciente de positivos no
puede converger a 0y {a,} — 400
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b)

c)

2

a n
[1 punto] Prueba que { ”;1} — 1y, en particular, {a +1} oL
a

n Qn,
a2+1 a2 + a, 1
22 = ”a2 = 1+a— —14+0=1
1
({an}—>+oo:>{—}—>0>
a”/l
2
En particular, {a"+1}{ ";“1 —V1i=1
an az
1
punto| Prueba que {a,11 —a,} — —.
1 to| Prueb n 5
. n+1 — Un n+1 n o n+1 ~— Yn . n n "~ Yn
{anes — an} = (a an)(ans1 + ay) _ a? a? _ @ +a,— @
" " Ap+1 + [07% Ap+1 + [07% An+41 + Qp,

B n, B 1
IR R |

n 1 1
Como por el apartado anterior, {& H} 1= {—} — 3

Qn

[1 punto] Prueba que {E} — 2. Como el denominador es {a,} " +oo,

n
podemos aplicar el criterio de Stolz (ya enunciado antes). Estudiamos, pues,

]_

1
Como por el apartado anterior, {a,41 — a,} = = = {—} - 2 =
Up+1 — Gp

2
{_n } — 2.
an

[1 punto] Discute la convergencia de las series:
n>1

1 1
R
n>l T

1
Para estudiar la serie de térm. posit. Z —, aplicaremos el criterio limite de
a

n=1 n

comparacion:

an>0,bn>OVneNA{Z—"}—>L(LeRgé + o)

Caso L =0:Si Z b, converge =- Z a, converge

n>1 n>1

Caso L = 400 : Si Z a, converge =- Z b, converge
n=>1 n=>1
Caso L =R" : Si Z a, converge < Z b,, converge
n>1 n=>1
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. . 1
Compararemos con la serie arménica E —:
n

n>1

1
{%}:{ﬁ}—ﬂeR*

= a

n n (apdo.

anterior)

) 1 1 1 1
ASI, Z — Cconv. < Z — Cconv. COIHO Z — Nno conv. = Z — 110 CcOonv.
n n

a a
n>1 " n>1 n>1 n>1 "

1
Para estudiar la serie E — aplicaremos de nuevo el criterio limite de com-
a

n>1 N

. ) 1
paracion, comparado ahora con la serie 5 —

n=>1

L 2
n2 ay, n (apdo.

anterior)

) 1 1 1 1
Asi, Z — conv. < Z — conv. Como Z — conv. = Z — conv.
a n n a?

n>1 N n>1 n>1 n>1

Ejercicio 4. Sea f : Rj — R continua, tal que f(z) > z,Vz € R{. Se pide:

a) [1 punto] Probar que f alcanza un minimo absoluto.
A partir de la hipdtesis, probemos que Im(f) estd minorada:

Vo € RS, f(r) = x > 0= 0 es minorante de Im(f).

Como, ademas, Im(f) es no vacio, Ja = inf(Im(f)). Para probar si es el
minimo, bastard ver que aw € I'm(f). Por la caracterizacién de infimo mediante
sucesiones:

El{yn} —«
(yn€Im(f)VneN)

Observemos que:

» {y,} convergente = {y,} acotada, en particular. mayorada = 3M > 0 :
Yn S M,Vn € N

» Vne N3z, eR} :y, = f(z,)
Luego:

VneNO0<z, < f(z,) =y, < M = {x,} acotada
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Por el Teorema de Bolzano-Weierstrass, por ser acotada, admitird una parcial
convergente, H{ i} — o € Ry
Luego

(unicidad

{f(@om))} Ueontinua), f(z0) } del limite)

rci > o= f(l'o)
{yo(n)} M o

Asi, o € Im(f) y es el valor minimo absluto, que se alcanza en el punto x.

1
b) [1 punto] Probar que 3¢ > 0 tal que f(c) = —.
c

La proposicién equivale a ¢ > 0 : c¢f(¢) — 1 = 0. Consideremos entonces la
funcién: g : [0,2] - R, g(z) = 2 f(x) — 1. Vemos que es continua (pues es suma
y producto de continuas). Ademads:

g(0)=0-f(0)—1=-1<0 }
9(2)=2-f(2)-1>

Por el Tma. Bolzano (Ej 1) 3¢ €]0,2[: g(¢) =0= 3¢ >0, con cf(c) —1=0
< fle) =1e



